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MSglichkeiten ffir die Gewinnung rSntgenographisch gesicherter Informationen 
fiber die Struktur yon Atomen bei anomaler Dispersion 

VoN RoLF HOSE~_ANN 

Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft, Berlin-Dahlem, Faradayweg 4-6, Deutschland 

(Eingegangen am 1. August 1959) 

Expressions are given of the observable diffracted intensity for a sample producing anomalous dis- 
persion. From the intensities two structure-describing functions of x, the coordinate in crystal- 
space, can in many eases be obtained, viz. a@(x) and ~(x), where @ is the actual electron density, 
a(x)@(x) the effective scattering density, and 6(x) the scattering phase (a = 1, 6 = 0 when dispersion 
effects may be neglected). The complex scattering coefficients necessitate the introduction of two 
Q(x) functions, Q~ even and Q~ odd in x, which are both obtainable by Fourier transformation of the 
intensities and expressible in terms of a@ and ~. For the case of a non-absorbing and unbounded 
crystal the Q~ function goes over into the Patterson function of the crystal structure, whilst Q~ 
degenerates to the Ps(u)-ftmction of Okaya, Saito and Pepinsky (1955). 

Zwei StrukturgrSssen a@(x) und  (5(x) (Glchg. (17)) 
lassen sieh in vielen F/illen aus einer auch bei anomaler  
Dispersion vollgtiltigen Intensi t i i t s funkt ion (Glchg. 
(18)-(21)) extrahieren.  Dies wird an speziellen Bei- 
spielen demonstriert .  Die allgemeine LSsung finder 
m a n  oftmals aber nur  fiber zwei neuart ige Q-Funk- 
t ionen (Glehg. (62)), die fiir unbegrenzt  grosse Kris tal le  
bei normaler  Dispersion in die Pat tersonfunkt ion 
entarten.  

1. Einleitung 

Die Genauigkeit  der Intensit/~tsmessung yon RSntgen- 
interferenzen ist heute so gross, dass die aus ihr 
errechenbare Q-Funkt ion eine gute Ausgangsbasis 
schafft, oftmals hypothesenfrei  zu gesicherten Infor- 
mat ionen  fiber die untersuchte  St ruktur  zu gelangen, 
die die vorhandenen theoretischen Berechnungen zur 
Zeit nicht  l iefern t.  Es sell gezeigt werden, dass dieses 
auch ffir die Erscheinungen bei anomaler  Dispersion 
gilt. Ans ta t t  wie bei der fiblichen Behandlung von 
vornherein in die Intensi t / i tsfunktion Aussagen der 
Wellenmechanil¢ e inzubauen (Kapitel  2), wird hier in 
Kapi te l  3 zuni~chst eine allgemeingfiltige Intensit~ts- 
funkt ion aus den Maxwell 'schen Gleichungen abge- 
leitet, die gewisse S t rukturparameter  explicite ent- 
h/~lt. Dieser Weg ist  deshalb gangbar,  weft auch die 
Wellenmechanik an der Tatsache nlchts zu /indern 

t Vgl. hierzu den an den Ionen ira Kochsalz beobaehteten 
Deformationseffekt (Hosemann & Schoknecht (1957)). Herr  
M. Balarin (Zentralinstitut ftir Kernphysik,  Rossendorf bei 
Dresden) machte  reich in freundlicher Weise darauf auf- 
merksam, dass dieser ftir C1- und Na + experimentell gefundene 
Deformationseffekt von M. I. Petrashen, A.V.  Iwanowa & 
H. Wolf (Nachr. Leningr. Univ. No. 10.29 (1956)) mittels der 
Hartree--Fock-Methode theoretisch berechnet wurde. Sie fan- 
den in ~J'bereinstimmung mit  dem experimentellen Befund, 
dass ganz allgemein in Ionenkristallen die ~usseren Elektro- 
nenschalen der Anionen zusammengedr~ngt,  diejenigen der 
Kationen aufgelockert werden. 

vermochte,  dass der yon J.  J .  Thomson (1898) errech- 
nete E lementa rak t  zwischen Prim~rwelle und  streuen- 
dem Elektron im Wesent l ichen zutrifft.  Die Analyse 
der experimentel l  gewonnenen Intensi t~tsfunkt ion bei 
Comptonstreuung beweist z.B., dass die Elektronen 
zwar nicht  wie bei Thomson Ladungspunkte  sind, 
aber doch einen zum Radius  der Atomschalen kleinen 
Durchmesser  haben:~. Im  Unterschied zu Thomson 
braucht  m a n  also lediglich in Form eines Elektronen- 
faktors die Interferenzwirkungen innerhalb  eines ein- 
zelnen Elektrons und  in Form eines geeignet gew~hlten 
Atomfaktors  die Interferenzwirkungen zwischen den 
Elektronen in Rechnung zu stellen. Da hier nu t  das 
Streuwinkelgebiet  der Atominterferenzen interessiert,  
ist der Elektronenfaktor  prakt isch veto Wer t  1. Der 
Atomfaktor  wird durch drei vom Ortsvektor x ab- 
h/ingige StrukturgrSssen a(x), @(x) und  ~(x) definiert  
werden. Aufgabe der Analyse der experimentel l  beob- 
achteten Intensi t~tsfunkt ion J (b)  ist es, diese drei 

,q ~/ j j " ,~ 
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Fig. I. Die fiir jeden Messort b eindeutig aus Observablen 
konstruierbare Ellipse, die den geometrischen e r r  ffir alle 
rnSglichen Werte der komplexen Zahlen R 2 und _R 2 liefert. 
Bei normaler Dispersion oder bei Strukturen mit  Symmetrie- 
zentrum ist JB= 0, die Ellipse also in eine Strecke entar tet .  
Der Punk t  C liegt bei Atomen hSherer Ordnungszahl (Z > 2) 
stets in der Nfihe der Ellipsenspitze B. ]:)arm gilt die bequeme 
N~iherungsformel (57). 

Siehe hierzu l:Iosemann (1959). 
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Gr6ssen mSgliehst hypothesenfrei zurfiekzugewinnen. 
Dalm erst wird man die so gewonnenen Ergebnisse 
mit den Aussagen der Theorie vergleichen. 

Die vorliegende Untersuchung beschgftigt sich nur 
mit der Definition dieser GrSssen a, @ und ~, der 
Berechnung der Intensit~tsfunktion und der Extrak- 
tion dieser GrSssen aus der Intensitgtsfunktion. 

2 .  D i e  w e l l e n m e c h a n i s c h e  D i s p e r s i o n s t h e o r i e  

Die konventionale Dispersionstheorie der Atome baut 
sich auf den integrierten Maxwell'schen Gleichungen 
auf. Ist (I) (Voltsek. cm. -1) der Vektor des elektro- 
dynamischen Potentials, q)0 (Volt) das skalare elektro- 
statische Potential, e (Amp.sek.) die Elementarladung, 
@(x) (cm. -3) die Dichteverteilung der Ladungstrgger 
und v(x) ihre Geschwindigkeit (cm.sek.-1), so gilt ffir 
monochromatische Wellenfelder der Wellenl~nge ~= 
2~//c bekanntlich : 

#oe f @(y)v(y)?xp (i/cr)dvy; ¢ ( x )  = ~--~ - -  

q)o(x) = 4-~eoe f @(y) eXPr (ikr)dvu', #osoc 2 = 1 . (1) 

Dabei ist/~o (Volt sek. Amp.-1 cm.-1) die Induktions- 
konstante des Vakuums, so (Amp. sek. Volt -1 cm. -1) 
die Influenzkonstante des Vakuums, c die Liehtge- 
schwindigkeit. In Fraunhofer'scher Nttherung gilt ffir r 

r = r o -  (ys).  (2) 

ro ist der Abstand des Aufpunktes x yon irgendeinem 
Bezugspunkt y = 0 ,  die Integration ltiuft tiber a l ley .  
dvu ist ein Volumelement im Integrationspunkt y, 
s ist ein Einheitsvektor in Richtung der gestreuten 
Strahlung. Quantenmeehanisch ersetzt man @ durch 

und @v durch @ = ?yJ* (3) 

h e 
@v = 2-~mo (y~* grad v 2 -  ~ grad v2* ) - m---o ~P*©YJ" (4) 

(2~?~=h Planck'sches Wirkungsquantum, mo Ruh- 
masse des Elektrons, i = I / -1) .  

Benutzt man als Primtirstrahlung eine Planwelle in 
Richtung des Einheitsvektors So 

q)(x, t) =q)p exp (ik[(xso)-ct])  (5) 

und liegt die Wellenl~tnge 2~/1c genfigend weit unter- 
halb yon einer Absorptionskante des Streustrahlers @, 
so ist der Klammerausdruck in (4) nach Integration 
vernachl~ssigbar klein und man errechnet aus (1) bis 
(5) bei Einfaehbeugung und in Fraunhofer'scher 
:N~herung ffir das Potential der gestreuten Strahlung 

e 2 
Cu(X) ---- - f JD~ exp (ik[ro-ct])ro Ro(b), fe - 4~eomoc~ " . 

(6) 

53* 

Ro(b) = ~(~p~p*); 

= f exp ( -2~i(bx))dvx"  
S - - S o  

, b - ~ (7) 

R0 ist die dreidimensionale Fouriertransformierte 
(Symbol 9) yon ~oy~*, wobei b den Fourierraum auf- 
spannt. Die Gleichung rechts in (7) ist in der Kristallo- 
graphie bekannt als Konstruktion yon Ewald (1913). 

Nghert man sich aber einer Absorptionskante, so 
liefert der erste Summand yon (4) einen weiteren 
Beitrag zum gestreuten Wellenfeld: 

(Ds(x) - #0eh exp (ikro) 
8~imo ro 

I (y~* grad ~p-yJ grad ~p*) exp ( - i l c (ys ) )dvv .  (8) X 

Mittels der sog. zeitabhgngigen Schr5dingergleiehung 

-( O---{ + Hoper = 0 (9) 

mit dem Hamiltonoperator Hov 

Hop = Hu + Hs ; 

h~ ( e eO )2 
Hu = eqSo - 2mmo div grad; Hs - 2too 

(10) 

ihe 
- - -  + - -  ((I)grad) 

~,0  
( 1 1 )  

lassen sich dann in einer quantenmeehanisehen St6- 
rungsrechnung die ~o-Funktionen einzelner Atome be- 
rechnen. Liegt die Wellenl~nge unterhalb jeder Ab- 
sorptionskante, ist Hs vernachl~Lssigbar und Hu liefert 
fiber (9) die Streustrahlung (6) des ungest6rten Falles 
(Index u). Andernfalls errechnet sich fiber Hs der 
StSrterm (8), der entsprechend umgeformt in (6) zu 
R0 den Zusatz AR liefert, der durch folgenden Tensor 
gegeben ist. (Der Punkt • kennzeichnet das dyadische 
Produkt beider VektorgrSssen): 

ih 
A R -  2e](I)v] s¢ 

I (~* grad yJ- yJgrad yJ*)exp( ik(c t - (ys) ) )dvu.  (12) O 

(s¢ Einheitsvektor parallel zu (l)p). ~hnliche Glei- 
chungen wie (6), (8) und (12) gelten aueh ffir das 
elektrostatische Potential. Bereehnet man hieraus die 
elektrische und magnetische Feldstttrke und den 
Poynting'sehen Vektor der gebeugten Strahlung, so 
finder man fiir ihre Intensitgt Jg, falls Jo die Intensitgt 
der Primt~rstrahlung ist: 

Jg(b) 2 ~.JOj(b). j = [Ro+AR]2 (13) =fe fg  r~ ' 

d ist die sog. Intensitgtsfunktion, f~ der vom Polarisa-' 
tionszustand der Primgrwelle abh~ngige Polarisations- 
faktor und f~ der Thomsonfaktor. Er erreehnet sieh 
aus (6) ffir Elektronen zu 

f~ = 8,06.10 -26 era.. 2 . . . . . .  ,(14) 
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Ffir eine in Richtung z elektrisch polarisierte Prim~r- 
welle errechnete SchrSdinger (1926) durch Entwicklung 
in Eigenfunktionen fiir ein einzelnes Atom (12) zu~ 

A R  ~ A f  = ~T v~ [ ~,n -~z dv~ . (15) 
7 ~ m o  ~) n o  - -  

Dabei ist ~Oo(~O~) die Eigenfunktion des Grundzu- 
standes (der fibrigen Zust~nde) mit dem Energie- 
Eigenwert hvoo(hv~o) und v die Frequenz der Prim~r- 
strahlung. Waller (1928, 1930) hat  eine ~hnliche 
Gleichung errechnet, die yon HSnl (1933) mittels 
Kug~lfunk~ionen f~r eine Beihe yon AWmen unter 
verschiedenen Hilfsannahmen (z.B. Abschirmungs- 
zahlen) ausgewertet wurde. Vgl. hierzu auch Eisen- 
lohr & Mfiller (1954). 

3. Der informat ionstheoret i sche  Ansatz  

:Bedenkt man, dass sehon die mittels Hu aus (9) bis 
(11) errechenbaren ungestSrten Eigenfunktionen einen 
ausserordentlichen Rechenaufwand erfordern (vgl. z.B. 
die self consistent field-Methode von Hartree (1928)), 
so wird man es vorziehen, nach einem allgemein- 
gfiltigen Ausdruck f fir die Intensit~tsfunktion zu 
suchen, der zun~chst nur die aus dem Experiment 
gewinnbaren BeobaehtungsgrSssen enth~lt und yon 
den Aussagen der Wellenmechanik unabh~ngig ist. 
Im Fall normaler Absorption setzt man dazu s tat t  
(3) in (7) links wieder die beliebige, aber feste Dichte- 
funktion ~(x) der ungestSrten Struktur  ein. Beispiels- 
weise entartet  (13) ffir ein einzelnes freies Elektron, 
d.h. J =  1 wieder in die yon Thomson (1898) gegebene 
Streuformel. Wiehtig ist f fir das Folgende die Tatsache, 
dass die auch im wellenmechanischen Endergebnis (13 ) 
auftretenden Faktoren f~, f~ die Gfiltigkeit des klas- 
sisch berechneten Elementaraktes zwischen Photon 
und Elektron (bis auf hier unwesentliehe Spinkorrek- 
turen) beweisen. Darfiber hinaus sind nun aber die 
Bindungskr~fte und die Strahlungsd~mpfung des Elek- 
trons beim Quantensprung zu berficksichtigen. Man 
hat  dazu im Fall anomaler Dispersion lediglich in (6) 
den Faktor  - f~  durch 

--re --+ --lea exp (i5) (16) 

zu ersetzen und bei einem Kollektiv yon Ladungs- 
tr~gern auch a(x) und ~(x) als Funktionen yon x 
elnzu~fihren. Im Fall normaler Dispersion ist wie in (6) 
a =  1 und ~}--0. Andernfalls gibt der dimensionslose 
Faktor  a(x) an, umwieviel starker die am Ort x be- 
findliehen Elektronen gegenfiber dem Normalfall 
schwingen, w~hrend ~(x) die Phasenverschiebung 
dieser Schwingung gegenfiber dem ungebundenen und 
unged~mpften Fall kennzeichnet. Ist  ;t0 die Wellen- 
l~nge einer Absorptionskante eines der betrachteten 
Elektronen des Kollektivs, so liefert die auf Darwin 
(1914) fussende, yon Kramers (1924) und Kallmann & 

t Vgl. hierzu die boi M. v. Laue (1948) gegebeno Ableitung. 

Mark (1927) vervollkommnete Dispersionstheorle be- 
kanntlich 

~ = R ~ p  l + ~ l n ( l - ~ )  ; 

1 I  1 _ ] - ~  cos ~=a  l +~ ln  ( l -  ~) ; v~ = 1-i~fek; 

2~ 
= v~()~0/~)~; k = -~  

Freilieh gibt diese halbklassische Dispersionstheorie 
die experimentell beobachtbaren Werte ffir die Di- 
elektriz/t£tskonstante, den Absorptionskoeffizienten, 
die Phasengeschwindigkeit und die Atomfaktoren nur 
in erster (racist sehr guter!) N~herung wieder. Wir 
werden deshalb die Gr6ssen a(x) und 5(x) genau so 
wie ~(x) frei yon jeder Theorie explizite als Struktur- 
grSssen in die Rechnung einffihren und studieren, 
welche Informationen der Interferenzversuch fiber sie 
liefert. Setzt man also (16) in (6) ein, so erh~lt man 
ffir die gestreute Intensit~t bei Einfaehbeugung und 
in Fraunhofer'scher N~herung wieder einen Ausdruck 
(13), in dem start  der wellenmeehanischen Zerlegung 
R0 + A R = R der folgende Ausdruck auftr i t t :  

R(b) = ~[a(x)e(x) exp (iS(x))]=ARo; 

A(b) = ~[a  exp (i~)]; ARo  -- I A ( c ) R o ( b - c ) d v ~  . (17) 

W~hrend nach der wellenmechanischen Berechnung 
also R als Summe yon ungestSrtem Term B0 und 
Zusatzterm AR darstellbar ist, wird R bier durch das 
dreidimensionale Faltungsprodukt~ der ungestSrten 
Amplitude R0 mit einem Amplitudenfaktor A(b) ge- 
bildet, a(x)0(x) exp (i~(x)) besagt, dass im Mittel am 
Ort x im Volumelement dv~ zwar e(x)dv~ Elektronen 
vorhanden sind, diese aber eine im Mittel um den 
Faktor  a(x) grSssere Amplitude als durch (16) gegeben 
aufweisen und gegenfiber ungebundenen Elektronen 
im Mittel um ~(x) verzSgert sehwingen. 

Bezeichnet man nun mit 

Rl(b) = ~(e l ) ;  ~l(x) = a(x)e(x) cos ~(x) 
R2(b) = ~ ( ~ ) ;  ~2(x) = a(x)~(x) sin 5(x) ,  (18) 

so ergeben sich f fir die Amplituden- und Intensit~ts- 
funktion die folgenden Ausdriicke ::~ 

R = R1 + iR~. ; (19) 

(20) 

(21) 

J = R R *  =J~,+J~;  

J¢,= R1R* + R 2 R * ;  J ~ = i ( R 2 R * - R i R * )  . 

Die im allgemeinen Fall komplexen Funktionen R1, Re 
lassen sich in der Form ansehreiben R1-- IRll exp (i~); 

t Das Faltungsprodukt (siehe auch G1. (59)) wird entweder 
durch den Faltungsbogen (wie in (17)) oder, bei Klammer 
ausdriicken durch den Faltungsstern bezeichnet (vgl. etw~ 
(24) und (71)). 

:~ Okaya und Pepinsky (1956) benutzen start dessen den 
Ansatz R = A  +iB, wobei A und B reelle Gr6ssen sind. 
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R2=]R2[ exp (ifl). Dann folgt ftir die Intensitiits- 
komponente J~: 

Jz=2{Rl[IRg]siny;  y = a - f l .  (22) 

Die Phasendifferenz ~(b) zwischen R1 und Re ist im 
allgemeinen Fall aueh eine Funktion yon b. Der 
quantenmechanisch ungestSrte Fall A R = 0  ist hier 
also gegeben durch (vgl. (16)) 

a(x) = 1 ; 5(x) =0  ftir alle x .  (23) 

Dann entartet der in (17) definierte Amplitudenfaktor 
A in eine Punktfunktion P ( b - 0 ) .  Aus (13) und (17) 
findet man fiir den quantenmechanischen StSrungs- 
term LJR nun den Ausdruck 

d R  = ~[(a exp ( i~) -  1)el = [A(b ) -  P(b-0) ]*R0(b) .  
(24) 

Es ist bemerkenswert, dass der Ausdruck (24) nur 
dann reell ist, wenn [ a ( - x ) e x p  ( i ( ~ ( - x ) ) - l ] ~ ( - x )  
konjugiert komplex ist zu [a(x)exp (i(~(x))-l]Q(x). 
Da die GrSssen a, (~, ~ definitionsgem~ss reell sind, 
muss hierzu notwendig 

~o(x) = ~( - x) und ~(x) = ~( - x) und a(x) = a( - x) (25) 

sein. Alle drei Funktionen miissen also ein am selben 
Ort x - -0  liegendes Symmetriezentrum haben. Das gilt 
auch fiir ein einzelnes Atom. Die wellenmechanische 
N/~herung (15) vermag also Atome ohne Symmetrie- 
zentrum, wie sie etwa bei tetraedrisch gebundenem 
Kohlenstoff (Diamant), Silizium oder Germanium vor- 
liegen, sicher nicht wiederzugeben. Dariiber hinaus 
liefert Gleichung (17) und (20) die Observable 

J=lARo l  2, (26) 

die sich in anschaulicher Weise aus den Struktur- 
funktionen ~, a, ~t aufbaut und dem Experimentator 
Fingerzeige gibt, wie er diese GrSssen messtechnisch 
fassen kann. 

4. Analyse der Intensit f tsfunktion 

Da die Ortsfunktionen a9 cos ~ und aQ sin ~ defini- 
tionsgem/~ss reell sind, folgt ffir ihre Fouriertransfor- 
mierten R1, R2 aus (18) 

R l ( - b )  =R*(b);  R 2 ( - b ) = R * ( b ) .  (27) 

Aus (21) beweist man damit, dass 

J~,(-b)=J~,(b);  J ~ ( - b ) = - J ~ ( b ) .  (28) 

J~ hat also bei b = 0 ein Symmetriezentrum und ge- 
horcht darum der Friedel'schen Regel. J ,  aber hat bei 
b = 0  ein Antisymmetriezentrum. Die Intensiti~ts- 
funktion (20) genfigt also ffir J , . 0  der Friedel'schen 
Regel nicht. Dass diese Regel ftir Strukturen ohne 
Symmetriezentrum im Fall anomaler Dispersion, d.h. 
6 # 0  durchbrochen wird, ist aus der Literatur wohl- 

bekannt t. Weniger bekannt aber ist, dass auch Kri- 
stalle mit Symmetriezentrum bei geeigneter Wellen- 
1/~nge der Friedelschen Regel widersprechen kSnnen:~. 
Ja  sogar bei einzelnen Atomen oder Kristallgittern 
aus nur einer Atomsorte ist dieser Fall denkbar, sobald 
nur eine der drei Bedingungen in (25) durchbrochen 
ist und (5(x) nicht fiberall 0 ° oder 180 ° ist. Denn dann 
ist nach (18) R1 und Re yon Null verschieden und der 
Phasenwinkel y(b) kann nicht fiberall verschwinden, 
sodass J~ gem/iss (22) nicht idcntisch Null sein kann. 

Die Funktion J vermittelt im Gebiet anomaler 
Dispersion also interessante Einblicke in die Eigen- 
schaften der Atomschalen. Bezeichnen wir schliesslich 
mit 

J - ( b ) = g ( - b )  (29) 

die in Bezug auf b = 0 zu J(b) inversionssymmetrische 
Intensit/itsfunktion, die natfirlich ebenso wie J(b) 
eindeutig durch die Experimente gegeben ist, so er- 
rechnet sich der gerade (ungerade) Anteil J~,(J[~) der 
Intensiti~tsfunktion zu 

J~,=½(J+J-) ;  J ~ = ½ ( J - J - ) .  (30) 

Aus (21) und (22) folgt 

J~={Rli2+{R2{2; J~=2JR~]IR2{ sin y . (31) 

Im allgemeinen kann man aus diesen beiden Glei- 
chungen nicht alle drei Unbekannte {RI[, JR2{ und 
berechnen. Bildet man aus (31) den Quotienten 
({RI{ 2 + {R~[)/2{RllJR2], so ist dieser stets grSsser 
gleich 1. Also folgt 

J - J -  (32) {sin Yl >= ]J~/J~,I = i j + j _ {  " 

Nur ffir den experimentell priifbaren Spezielfall 
IJ~[ =J~, folgt hieraus eindeutig ~=  + 90 °. Leider ist 
ein derartiger Fall, bei dem die Intensiti~tsfunktion 
also in einer Hi~lfte des Fourierraums verschwindet, 
in der Natur nicht realisierbar. Wir diskutieren im 
Folgenden darum einige einfache Spezielfi~lle, um erst 
im folgenden Abschnitt eine allgemeingiiltige Analyse 
der Q-Funktion zu versuchen. 

(1) ~ = 0 fi~r alle b 
Nach (22) muss R1 nun ffir alle b die gleiche Phase 

haben wie Re. Nach (18) ist dieser Full z.B. fiir ~}= 
const, verwirklicht und kennzeichnet damit im Spe- 
zialfall 6=0  ° oder 6= 180 ° das Fehlen jeglicher ano- 
malen Dispersion. Der Full eines konstanten yon Null 
oder 180 ° verschiedenen Phasenwinkels ~ ist nur im 
Gebiet anomaler Dispersion und dann auch nur dann 
verwirklicht, wenn die bestrahlten Atome nur Elek- 
tronen in der K-Schale aufweisen, ihre Ordnungszahl Z 

t Hierauf machte  zuerst M. v. Laue (1916) aufmerksam. 
Den experimentellen Beweis erbrachten Nishikawa & Matu- 
kawa (1928) und Coster, Knol & Prins (1930) unter  anderem 
an ZnS-Kristallen, die ja kein Symmetr iezentrum haben. 

:~ Vgl. die in IV.3 gegebenen Beispiele. 
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also kleiner gleich 2 ist. Aber auch die in Gleichung (25) 
zusammengestellten Bedingungen sorgen ffir y - -0 ,  
sofern sie alle drei erffillt sind~. ])ann folgt aus (30) 
und (31) 

J~=O; J~,--J-=J=[R~[~+[R~]. (33) 

It_let grit also die ~Xriedel'sche Regel. Die Intensit~ts- 
funktion ist nun als Quadratsumme gegeben. In 
Abschnitt  5.1 wird an einem Beispiel gezeigt, dass 
sich fiber die Q-Funktion bisweilen die Summanden 
R~ mad R~ trennen lassen, sodass sich dann mittels 
(18) die beiden StrukturgrSssen 

separieren lassen. Beim wellenmechanischen Ausdruck 
(13) dagegen liegt das Quadrat einer Summe vor und 
eine Separation der Terme ~ und A ~ ist auch fiber die 
Q-Funktion nicht mSglich. Hier helfen dann nur 
Messungen bei berschiedenen Wellenlgngen weiter. 

(2) ~, = _+ 90 ° fi~r alle b 
Dies ist z.B. realisiert, wenn a~ ein Symmetrie- 

zentrum, (5 am gleichen 0 r t  aber ein Antisymmetrie- 
zentrum hat. Es folgt dann aus (30) und (31) 

J~,=lR~[~+[R219"; J~= +_ 2]R~l[Rg.]; (35) 

J=([R~I+_[R~I)~; J-=([R~]~]R~.l)~; (36) 

[R~I=½(]/J+]/J-); [Rz]=½(]/J-VJ-).  (37) 

Aus diesen eindeutig aus dem Experiment bestimm- 
baren GrSssen lassen sich dann dutch Fourier-In- 
verstransformation die mit einem Symmetriezentrum 
(Antisymmetriezentrum) versehenen Funktionen 

a~ cos ~ (a~ sin ~) 

errechnen und aus diesen wieder mittels (34) die 
StrukturgrSssen a~ und ~. Leider ist dieser Fall aber 
nach dem zu (32) Gesagten in der Natur  nicht ver- 
wirklichbar. 

(3) Endlicher Kristall vom NaC1-Typ 
Bezeichnen wir analog (18) die mit 

am cos (~m (am sin (~m) 

multiplizierte Dichteverteilung ~m der Ionen der 
Sorte m mit Qml(Qm~), so liegen die Schwerpunkte 
der Ionen m im Gitter vom NaC1-Typ beispielsweise 
bei 0 , 0 , 0 ;  ½, ½,0; ½,0,½; 0, ½, ½; 1 , 0 , 0  u.s.f., w~h- 
rend Ionen der Sorte n bei ½, 0, 0; 0, ½, 0; 0, 0, ½; 
½, ½, ½ ihre Schwerpunktlagen haben. Ist  fml, f~n2, 
f~l, fn~ die Fouriertransformierte yon ~mt, ~m2, ~1, ~e,  
und fiihrt man zur Abkfirzung ein 

Der gleichfalls m6gliche Fall, dass a oder ~ oder beide 
gleichzeitig ein Ant i symmet r i ezen t rum haben und  (~ sein 
Symmet~iezent rum behi~lt b raucht  nicht  diskutier t  zu werden, 
da a und  ~ definitionsgemiiss iiberall positive Funk t ionen  sind. 

fa=½(f,nl+f,1); /lfa=½(f,~l--fnl); 
dfi=½(fm2+fn2); fi=½(fme--fn2), (38) 

SO erh~lt man fiir die GrSssen R1, R2 die Beziehung 

R~--8[ (faZg)S + (AfaZu)S] ; 

R2=8[ (AftZg)S+(f,Z~)S] . (39) 

Dabei ist Zg eine Gitterpunktfunktion, die nur an den 
b-Orten mit ungemischt geraden Miller'schen Indizes 
Punktfunktionen aufweist und Zu eine solche, die nur 
an den Orten mit ungemischt ungeraden Indizes eine 
Punktfunktion hat. Die Gestaltamplitude S(b) /st die 
Fouriertransformierte einer Gestaltfunktion s(x), die 
man so zu w~hlen hat, dass sie den Wert  1 innerhalb 
des Bereiches der M Ionen des Kristalles hat, ausser- 
halb aber verschwindet. Diese sog. reguliire Gestalt- 
funktion t hat  Nullstellen in allen Gitterpunkten yon 
Zg ausgenommen dem bei b = 0  liegenden. Hieraus 
folgt, dass 

(ZaS) (ZaS*) = (1/Vr)Zg]S2[; 

(ZuS)(ZuS*)=(1/vr)Zu]Se[. (40) 

(vr Volumen einer Gitterzelle im x-Raum). Hieraus 
folgt aber aueh, dass das Produkt  

(ZgS) (ZuS*)40 (41) 

ftir alle regul~ren S. Aus (21) und (39) erh~lt man somit 

J~,=(64/Vr)[(ifaI~+ IAfi[~)Zg[S2I 
+([AfaI2+lf,[2)Z,,IS2]], (42) 

g~=i(64/v~) [ (fi f*~ - A f~ J fa)ZuS.ZgS* 

- ( f * f , -  AfiAf*a )Z,~S*.ZgS] . (43) 

Wenn die Messpr~zision so schlecht ist, dass der 
Kristall wie ein ungegrenzt grosser Kristall wirkt, 
verschwindet (43). Dasselbe gilt, wenn die GrSssen (38) 
und S reell sind. Sobald die Zah] beider Ionensorten 
m, n i m  Kristall gleich ist, kann die reguliire Gestalt- 
amplitude S abet nicht reell sein. Es ist somit in erster 
Linie eine Frage der Beobachtungsgenauigkeit, ob die 
Friedel'sche gegel gilt oder nicht. Bei KC1 und g b B r  
sind jeweils die Elektronenzahlen beider Ionen gleich 
und s0mit Afa =f~=0. Im Gebiet normaler Dispersion 
verschwindet darum der zweite Summand in (42), 
somit also die Reflexe (111), (311), (331), . . .  Mark & 
Szilard (1925) bestrahlten RbBr-Kristalle mit  Sr Ka- 
Strahlung, deren Wellenl~nge etwa halbwegs zwischen 
den K-Absorptionskanten yon Br und Rb liegt. ]:)ann 
liegt ffir die K-Elektronen des Rb also 5(x) soweit 
oberhalb 90 ° wie es fiir die K-Elektronen des Br unter- 
halb 90 ° liegt. Fiir alle ~usseren Schalenelektronen 
beider Ionen aber liegt ~ praktisch bei 0 °. Es ist des- 

t Vgl. Hosemann  & Bagchi (1953). 
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halb hier [f~l besonders gross, die Reflexe 111,311, 
331, . . .  also besonders stark, wiihrend ]/if/[". besonders 
sehwach, fast vernachliissigbar klein ist. Variiert man 
die Wellenl~nge, so /indern sich in eharakteristischer 
Weise die 4 GrSssen (38). Sehon aus der Intensit~ts- 
funktion (42) gewinnt man damn eine Reihe yon In- 
formationen fiber das dynamische Verhalten der 
Atome bei anomaler Dispersion. Benutzt man dar- 
fiberhinaus genfigend kleine Kristalle, so kann man bei 
genfigender Messpr~zision sogar noch den Intensit~ts- 
beitrag (43) studieren, der weitere Informationen 
liefert. 

4. Der al lgemeine Fall 

In dem eben besproehenen Fall sind die Grenzfiille 4.1 
und 4.2 nur geniihert verwirklicht. Wir mfissen darum 
auch den Fall beliebiger )'-Werte diskutieren, dfirfen 
nach dem oben Gesagten aus der Analyse der Intensi- 
tiitsfunktion allein aber nicht auf eine allgemeingfiltige 
L6sung hoffen. Dennoch ergeben sich aus dem Studium 
der beiden Observablen (31) einige bindende Informa- 
tionen, wenn man gewisse Hilfsbetrachtungen hinzu- 
ffigt. 

Zun~chst folgt allgemeingiiltig aus (19) bis (21) 

J = J~,+J~ = ]R~+iR".[ 9, (44) 

J - =  J~,-J~ = IR~-iR".[".. (45) 

Hieraus folgt stets 

J J -  = J ~ - J ~ ,  (46) 

V(JJ-)= [R~ + R~[ . (47) 

In Fig. 1 sind in der Gauss'schen Zahlenebene die 
beiden komplexen GrSssen R12, R~ als Zeiger darge- 
stellt. Der Betrag ihrer Summe liefert die Observable 
(46). Die linke Gleiehung in (31) beweist, dass die 
Summe der Betr/~ge beider Zeiger konstant ist. Somit 
ist bei gegebenem J~, J~ der geometrische Ort des 
Endpunktes des Zeigers ]R~](IR~]) durch eine Ellipse 
in der Gauss'schen Zahlenebene gegeben, deren einer 
(anderer) Brennpunkt im Anfangspunkt des Zeigers 
[R~[([R~[) liegt. Zur Berechnung der Hauptachsen 
dieser Ellipse beachten wir das Folgende: 

Der Abstand zwisehen beiden Brennpunkten ist 
naeh Fig. 1 durch (47) gegeben. Der Phasenwinkel 
zwischen beiden Zeigern R~ und R~ ist nach (21) und 
(22) durch 2)' definiert. Ist speziell 27 = 180 °, so folgt 
z.B.: 

[IR~l--[R~[I=~/(JJ- ) fiir 2),=180 °. (48) 

Folglieh ist [R~] + IR~[ die grosse Aehse dieser Ellipse, 
die dureh die Observable J~ gegeben ist (siehe (31)). 
Ffir ]R~I = [R~[ folgt aus Symmetriegrfinden, dass der 
Winkel zwischen grosser Aehse und R~ bezw. R~ dureh 
)' bestimmt wird. Folglich ist die kleine Achse durch 
2tR~ sin)'[ oder 2[R~ sin)'l definiert, also in diesem 
Fall durch 2[Rll[Ro.llsin)' 1. Und dies ist naeh (31) 
reehts der Betrag der Observablen J .  In Fig. 1 ist 
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diese Ellipse gleiehfalls eingezeichnet. Mehr als diese 
Ellipse vermag das Experiment aus den Observablen 
(30) nieht zu liefern. Sie ist eine Funktion yon b. 

Im Realversuch kann man dennoch in vielen Fiillen 
aus physikalischen Grfinden genauere Aussagen ma- 
chen, wo der Endpunkt C des Zeigers R~ bezw. - R ~  
etwa auf dieser Ellipse liegt. Solange man sich z.B. 
fernab yon jeder Absorptionskante des Streustrahlers 
befindet, ist das in (17) definierte ~ nahe bei 0 ° bezw. 
180 ° und somit die in (18) definierte Amplitude R". dem 
Betrage nach klein gegenfiber R1. Man befindet sich 
dann in der NiChe der Spitze B der Ellipse (siehe 
Fig. 1). Beobachtet man nun, dass IJ~l < J~, so ist 
dann mit Sicherheit 

(IR~[ + IR~[ cos 2)')". )~ [R~[ sin e 2) ' .  (49) 

In diesem Fall gelten die folgenden einfachen Zu- 
sammenh~nge: Allgemeingtiltig folgt aus (31) und (46) 

JJ-=(]R~I+[R~[)'-4[R~[IR~] sin~' ) ' .  (50) 

Multipliziert man rechts aus und ersetzt 1 - 2  sin")' 
durch cos 2)', so folgt 

JJ-=(IR~]+[R~] cos 2)')".-t-]R~[ sin" 2 y .  (51) 

Bei Gfiltigkeit yon (49) ist der zweite Summand in (51) 
vernachli~ssigbar. Es folgt dann aus (31) und (51) 

J~,- }/(JJ-)=R~(1-cos 2~)=21R~[ sin".~,, (52) 

J~ = 2[R~[. (53) 
J~,-- V(JJ-) 

Bedenken wir weiterhin, dass die Intensit~tsfunk- 
tionen J ,  J -  nirgendwo negativ sind, so existieren ffir 
alle b eindeutig die Wurzeln VJ, I/J-. Also k6nnen 
wir (30) auch in der Form sehreiben: 

J~,=½(1/J".-t-VJ-2); J~=½(VJ".-VJ-".). (54) 

Dann folgt 
Jo,- V(gg-) = 1( 1/J-  V J-)"., (55) 

J~ ---- ½ = ½ (}/J + }/J-)".. (56) 
J~,- }/(JJ-) ~ V J -  ] 

Also erhalten wir als Endresultat aus (52) bis (56), 
falls Ungleichung (49) erfiillt ist: 

]RII=½(VJ+ VJ-); IR~l sinT=½(VJ--1/J-) . (57) 

Wie gesagt gilt (57) nur, falls sich der Endpunkt C 
des Zeigers R~ in der Niihe der Ellipsenspitze B auf- 
h~lt. Dies ist im Gebiet normaler Dispersion stets der 
Fall. Liegt C speziell in B, so haben wir den in 4.2 
behandelten Fall, w/~hrend im Spezialfall 4.1 die 
Exzentriciti~t der Ellipse unmessbar gross, die Un- 
symmetrie ]J~/J~,] unmessbar klein geworden ist, die 
Brennpunkte P also mit den Scheiteln A, B zusammen- 
fallen und aus der Ellipse eine Strecke der Liinge J 
geworden ist. Je welter man sich dem Maximum einer 
Resonanzkurve n~hert, um so grSsser wird wegen 
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(18) und (31) im allgemeinen [J~/J~,[. Bei Atomen 
kleiner Ordnungszahl (Z<2)  ist der Fall denkbar, 
dass alle Elektronen gleichzeitig in Resonanz gehen 
kSnnen. Dann wird ]R~[ < IR221 und die Unsymmetrie 
IJ~/J~,[ wird im Zentrum der Resonanzkurve wieder 
Null. 

Da (50) symmetrisch ist in IR~I und IR~], folgt also 
im Fall, dass sieh der Endpunkt C der Ellipsenspitze A 
genfigend n~hert anstatt  von (57) 

IR~] sin ~=½(~/J-  ~/J-); IR21=½(VJ÷ ~/J-) . (58) 

Misst man ]J~/Jo,] als Funktion der Frequenz der 
Prim~rstraMung, so kSnnte man den Fall [Rill < ]R~I 
eindeutig daran erkennen, dass [J~/J~,[ ein Minimum 
bei einer gewissen Frequenz hat. Geht man nach 
beiden Seiten aus dieser Frequenz heraus, so miisste 
[J~/J~,[ zunehmen und mit wachsender Entfernung 
yon der Resonanzfrequenz beim ~bergang ins Gebiet 
normaler Dispersion entsprechend (33) wieder gegen 
Null gehen. Dieses Minimum yon IJ~/J~,] in der Mitte 
der Resonanzkurve ist aber bisher nicht beobachtet 
worden. Somit wird die Resonanzkurve in den meisten 
praktischen F~llen allein yon den Gleichungen 
(49)-(57) beherrscht. 

5. Analyse der Pattersonfunktionen 

Aus der Kristallstrukturanalyse sind die Vorteile be- 
kannt, die die Pattersonfunktion im Gebiet normaler 
Dispersion bietet. Im Gebiet anomaler Dispersion 
spaltet sie in zwei neuartige Pattersonfunktionen auf, 
die hier behandelt werden sollen. Zugleich wollen wir 
uns hier nicht nur auf die Strukturen unmessbar 
~rosser Kristalle beschri~nken~ sondern allgemein- 
giiltige Zusammenh~nge fiir alle Strukturen suchen. 
Statt  mit Pattersonfunktionen haben wires darm also 
mit den sog. Q-Funktionen zu tun~:. 

Analog zu dem in (17) fiir den b-Raum definierten 
Faltungsprodukt gilt ftir den x-Raum 

glgg. = gl (y) g~. (x -- y) dry. (59) 

Ist speziell gl die StrukturgrSsse ~(x) und g2 die dazu 
inversionssymmetrisehe Funktion ~ ( -  x), so nennen 
wit dieses spezielle Faltungsprodukt nun 'Faltungs- 
quadrat '  (Symbol ~ )  yon ~ oder 'Q-Funktion'. 

Q(x) = ~ = 0 0 - =  lO(Y)0(Y-x)dvY; 0 - ( x ) = 0 ( - x )  " 
(6o) 

Bezeiehnen wit die Fourierinverstransformierten yon 
ors und J¢ mit 

I" Wie Hosemaim & Bagchi (1953a)zeigten, entar te t  die 
niehtperiodische Q-Funktion eines begrenzten KristaUs nur  
fiir den mit  zu geringer Pr/~zision arbeitenden Exper imentator  
in die Pattersonfunktion.Vgl. hierzu auch Hyv/~rinen und 
Rautala  (1955). 

Die allgemeinen Eigensehaften der Q-Funktion beliebiger 
statistiseher Strukturen sind bei Hosemann & Bonart  (1956) 
untersucht.  

Q~(x) -- ~-~(J~); Q~(x) = ~-~(J~); 

~-~ = f exp (2gi(bx))d%, 
J 

(61) 

so folgt nach dem Faltungstheorem aus (18) 
.L ,L --- --~ 

Q~ = ~ 1 + ~ ;  Q~ = i(~2~i-- QI~) • (62) 

Aus (60) folgt sofort, dass die reelle Funktion Q~ stets 
bei x - -0  ein Symmetriezentrum hat, w~hrend die rein 
imaginare Q~-Funktion stets bei x = 0  ein Anti- 
symmetriezentrum hat: 

Q~,(-x)-=Q~,(x); Q ~ ( - x ) = - Q ~ ( x ) .  (63) 

Die aus der Intensit~tsfunktion J (siehe (20)) durch 
~-l-Transformation errechenbare Q-Funktion 

q~-I(J)=Q=Qo,+Q~ (64) 

1/~sst sich wie in (30) also in den in x--0 geraden bezw. 
ungeraden Anteil Q~ bezw. Q~ zerlegen 

Q~,=½(Q+Q-); Q~=½(Q-Q-) .  (65) 

Im Gegensatz zu der bei normaler Dispersion beob- 
achtbaren Q-Funktion (60), die stets gerade und das 
Faltungsquadrat einer reellen Funktion 0 ist, wird Q 
bei anomaler Dispersion oftmals unsymmetrisch und 
ihr gerader Anteil Q~ liisst sich nur als Summe der 
Faltungsquadrate zweier reeller Funktionen ~1, Q2 dar- 
stellen, w~hrend der ungerade Anteil Q~ nach (62) 
durch die Differenz der Faltungsprodukte dieser 
reellen Funktionen entsteht. 

Die Analyse dieser neuartigen Q-Funktion stellt uns 
also vor neue noch nicht bearbeitete Probleme. Wir 
werden im Folgenden zwei spezielle Analysierungs- 
beispiele behande]n. Dazu gehen ~ir  ~on der Tatsache 
aus, dass sich die experimentell gefundenen Atom- 
faktoren oftmals durch eine Gaussanalyse einfach 
berechnen lassen~. 

(1) Ein einzelnes Atom 
Wie friiher gezeigt wurde t, lgsst sich bei hinrei- 

ehender Messgenauigkeit die Elektronendichtevertei- 
lung in einem einzelnen Atom eindeutig allein aus den 
experimentellen Daten berechnen. Nennen wir sie Q. 
Bei anomaler Dispersion sind ihre beiden Kompo- 
nenten (18) zu betrachten und wir nehmen an, dass 
aueh diese einer Gauss-Analyse unterworfen werden 
kSnnen. Ist 

1 G(a ~) - (V(~a))a exp ( -  (x/a) 2) (66) 

t Bei geniigender Messgenauigkeit l~isst sich aus der ex- 
perimentell gewonnenen Q-Funktion eines Kristalls z. B. das 
Fal tungsquadrat  Q0 der Elektronendichte einer Gitterzelle 
separieren (Hosemann & Bagchi (1953b)). Bis heute ist eine 
derartige Pr~zision leider noch nirgendwo verwirklicht worden.  
Dann kann man aber bei Vorliegen sog. partieUer Struktur-  
faktoren dennoch in vielen Fiillen mit  Hosemann & Bagchi 
(1953c) die Dichteverteflungen der einzelnen Atome fiber eine 
sog. Sammelaktion errechnen. Siehe aueh Hosemann (1959a), 
Hosemann & Schoknecht (1957) und Schoknecht (1957). 
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eine auf 1 normierte dreidimensionale Gauss-Funktion 
der 1/e-Breite ]xI=a,  so gilt dann 

Q1 = AlkG(a~k); ~2 = Z,  A2kG(a~k) • (67) 
k= l  k= l  

Bei normMer Dispersion gibt AI~ die Zahl der Elektro- 
nen in den einzelnen Summanden, w/~hrend A2k=0. 
Bei anomaler Dispersion h~ngen die Ark zufolge (17) 
auch yon dem Resonanzgrad der Elektronen ab. 
n gibt die Zahl der Gausssummanden, die nach den 
bisherigen Erfahrungen manchmal gleich der Haupt- 
quantenzahl ist, manchmal aber auch yon ihr ab- 
weicht. Wir betrachten den einfachen Fall n=2 ,  
wobei zugleich y (b )=0  ist. Nach 4.1 haben wir also 
den Fall normaler Dispersion oder ffir spezielle, durch 
(25) definierte Atomstrukturen auch den anomaler 
Dispersion. In jedem Fall ist nun zufolge (33) und (61) 
Q~=0. Denn die Funktionen ~ und ~ haben beide 
dasselbe Symmetriezentrum. Die Wellenl/~nge sei so 
gew~hlt, dass nur die innere Elektronenschale k=  1 
angeregt wird. Dann ist wegen (18) A22=0 und (67) 
vereinfacht sich stark, sodass die beiden Faltungs- 
quadrate in (62) lauten 

: --1- 2AllA12G(all "4- a12) -~" Ai~G(2a~2) ; ~2 Q~=A2 G(2a~I) ~ ~ ~ 

~2=Qe= A 2 G ( 2 a ~ ) .  (68) 

Wie gesagt ist ihre Summe bei Kristallstrukturen mit 
partiellen Strukturfaktoren eindeutig aus den ex- 
perimentellen Daten errechenbar. Sind die Integral- 
intensit~ten der Kristallreflexe auf wenige Prozent 
genau gemessen, so kann man aus der Observablen 
Q = Q1 + Q2 die vier Gaussumanden (68) analysieren. 
Denn erfahrungsgem/iss unterscheiden sich die Schalen- 
durchmesser a~k hinreichend stark yon einander. Sollte 
speziell az~=a2~ sein, so erh/~lt man zwar nur drei 
Gaussumanden, aber ihre Gewichte 

(A~+A~z); 2A~IA~2; A~2 (69) 

lassen sich durch quadratische Ergi~nzung wieder in 
die vier Summanden zerlegen. 

(2) Unendlich grosset Kris tal l  vom Z n S - T y p  
ZnS hat schon im Gebiet normaler Dispersion kein 

Symmetriezentrum. Und dennoch ist bereits dort eine 
eindeutige Strukturanalyse fiber den Weg der Q- 
Funktion mSglicht. Wir zeigen nun, dass immer dann, 
wenn eine Gauss-Analyse mit nicht zu grossem n ein- 
deutig mSglich ist, auch bei anomaler Dispersion die 
StrukturgrSssen (18) eindeutig gewinnbar sind. Be- 
zeichnen wir die Gaussparameter yon Zn mit A~k, a~k, 
diejenigen yon S mit Crj, c~j, so gilt fiir ein einzelnes 
ZnS-Molekfil, falls der Schwerpunkt yon Zn bei x = 0  
und derjenige yon S bei x = x 0  liegt: 

~f Vgl. H o s e m a n n  (1959a). Die  V o r a u s s e t z u n g  elner  Gauss-  
a n a l y s e  is t  im  Gebie t  n o r m a l e r  Dispers ion  n i c h t  e inma l  er- 
forder l ich .  

~r ---- ~ irkG(ah)-~ ~ Crje(c2r])~-P( x -  x 0 ) ;  
~=1 i=I  

r = 1 oder 2 .  (70) 

Das Faltungsquadrat hiervon liefert drei Maxima, die 
bei x = -Xo, x = 0 und x = x0 liegen. Da letzteres eine 
Struktur hat, die stets inversionssymmetriseh zu der 
bei x = - x 0  liegenden ist, werden wires im Folgenden 
nicht explizite anschreiben. Man kann beweisen, dass 
sich aus der Pattersonfunktion des Kristalls stets die 
Funktionen Q~, Q2 der Struktur (70) raumlieh trennen 
lassen. Also folgt aus (64), (65) und (70) ffir diese 
Observablen: 

2 
[ArkCrjG (a~k + Crj) * P(X + x0) 

2 2 2 . 2 r=z k=l j=l +(ArkG(2ark)+CrjG(2cr]))_4_. " . ] .  
n 

Q~ = i . X  ~ [(A2kC1ja(a22k-~C2j) 
~ ~ x 0 ) - . . . ] .  k=z j=l -AlkC2jG(alk+c~j)} , P ( x +  

(71) 

In gleicher Weise ist bei Q~ die bei x = x 0  liegende 
Dichteverteilung hier nicht angeschrieben, weil Q~ 
entsprechend (63) ja bei x = 0  ein Antisymmetrie- 
zentrum aufweist. Wenn die Messgenauigkeit gross 
genug ist, lassen sich aus (71) alle Gaussfunktionen der 
verschiedenen Breiten 2 2 V(ark-4- Csj ) analysieren und ihre 
jeweiligen Gewichte A rkCst berechnen. Im praktischen 
Fall wird meist allerdings 

azk = aek und clk = cek (72) 

sein. Die Zahl der Gleichungen ffir die 4n Unbe- 
kannten Ark, Csj reduziert sich dadurch entsprechend 
selbst bei hoher Messpr~zision. Bei normaler Disper- 
sion ist A~k und C2k ffir alle k null und deshalb ver- 
schwindet Q~ stets. Man hat nun 2.n e Gleichungen 
fiir die 2n Unbekannten Azk, C1~, die sieh darum selbst 
ffir n =  1 15sen lassen. In vielen F~llen werden bei 
anomaler Dispersion nur jeweils die innersten Schalen 
beider Atome angeregt und es treten deshalb zwei 
Unbekannte A~.I und C2z hinzu. Ffir sie liefert Qp 2n 
weitere Nebenbedingungen. Wird nur die innerste 
Schale der einen Atomsorte angeregt, so tr i t t  nur eine 
neue Unbekannte und n Gleichungen in Q~ auf. Im 
allgemeinsten Fall, dass alle Schalen beider Atom- 
sorten angeregt sein sollten, stehen ffir 4n Unbe- 
kannte 3n 2 Gleichungen zur Verffigung. Diese sind also 
nur f fir n = 1 nicht 15sbar. 

6. Zusammenfassung 

Die RSntgeninterferenzen liefern bei genfigend grosser 
Messgenauigkeit eine Ffille yon Informationen fiber 
das Verhalten der Atome bei anomaler Dispersion, 
die sich in sehr vielen F/~llen fiber eine neuartige Inten- 
sit/~tsfunktion und Q-Funktion hypothesenfrei ge- 
winnen lassen. 
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The Temperature Factor in the Dynamical  Theory of X-ray Interference 
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The effect of thermal vibrations on the intensity of the Laue-Bragg reflection is discussed using the 
dynamical theory of X-ray reflection. The temperature factor for a perfect non-absorbing crystal 
is shown to be of the form exp ( - M )  for intensity, unlike the value of exp ( - 2 M )  for a mosaic 
crystal. The possibility of applying this for finding out the degree of perfection of a crystal is dis- 
cussed. 

1. Introduct ion  

In  s tudying the in tens i ty  of X-ray  reflection from 
perfect crystals, two theories are used- - the  k inemat ica l  
theory applicable to th in  and mosaic crystals and the 
dynamica l  theory, which holds good for thick perfect 
crystals. In  the former theory, the effects of the 
dynamica l  interact ion of p r imary  and diffracted waves 
and  of mult iple  scattering are neglected, whereas in 
the dynamica l  theory of Darwin and in the more 
general theories of Ewald  & Laue, these effects are 
taken into accolmt. Though Darwin & Ewald  have 
approached the problem in different ways, their  
theories lead essentially to the same result (Rama- 
chandran,  1948). Reviews of these theories are avail- 

able in the books by James  (1954) and Zachariasen 
(1945). 

All these theories are s tr ict ly val id  for an ideal 
static lattice where the atoms are at rest, whereas in 
the actual  case, the atoms are not at  rest, bu t  are 
undergoing thermal  oscillations. The effect due to 
these oscillations on the in tens i ty  of X-ray  reflection 
has been studied, chiefly by  Debye, Faxgn, Waller,  
Born, Laval,  using the kinemat ical  theory of X-ray  
reflection. (For a review article, see Born, 1942; also 
Slater, 1958). The main  effect of these oscillations of 
the atoms on the in tens i ty  of the Laue--Bragg scatter- 
ing is to reduce it by a fac tor - - the  Debye-Wal le r  
factor, which is exp ( - 2 M )  for a mosaic crystal.  
However, the effect of thermal  vibrat ions on the  


